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Abstrak 

Graf dengan sifat pelabelan harmonis ganjil disebut sebagai graf harmonis ganjil. Tujuan penelitian ini 
adalah menemukan sifat pelabelan harmonis ganjil pada beberapa kelas graf tali. Penelitian ini 
menggunakan metode penelitian kualitatif. Hasil penelitian diperoleh definisi dan konstruksi dari graf 
tali, gabungan graf tali dan graf tali berlipat. Selanjutnya dibuktikan bahwa graf tali, gabungan graf tali 
dan graf tali berlipat adalah graf harmonis ganjil.  

 

Kata Kunci : graf berlipat, graf hamonis ganjil, graf tali, operasi gabungan, pelabelan harmonis ganjil 

 

Abstract 

A graph that satisfies the labeling properties of odd harmonious is called an odd harmonious graph. The 

purpose of this research is to get labeling propeties of odd harmonious on the class of rope graphs. The 

research used is a qualitative research method. The result of the research is that the definition and 

construction of a rope graph, the union of a rope graph, and the pleated rope graph are obtained. 

Furthermore, it has been proved that a rope graph, the union of a rope graph, and the pleated rope graph 

is an odd harmonious graph. 

Keywords: odd harmonious graph, odd harmonious labeling, pleated graph, rope graph, union 

operation 
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1. PENDAHULUAN  

Pelabelan graf adalah salah satu dari topik penelitian tentang teori graf yang berkembang sangat pesat 

pada beberapa tahun terakhir. Tahun 2019 Liang dan Bai mengkonstruksi definisi graf harmonis ganjil 

sebagai berikut. Misalkan 𝐺(𝑝, 𝑞) adalah graf dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) dan himpunan garis 𝐸(𝐺) 

dengan order 𝑝 = |𝑉(𝐺)| dan size 𝑞 = |𝐸(𝐺)|. Jika graf 𝐺(𝑝, 𝑞) memenuhi 𝑓: 𝑉(𝐺) →
{0,1,2,3,4,5, … ,2𝑞 − 1} yang injektif sehingga menginduksi 𝑓∗: 𝐸(𝐺) → {1,3,5,7,9, … ,2𝑞 − 1} yang 

bijektif dengan definisi 𝑓∗(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) maka 𝐺(𝑝, 𝑞) adalah graf harmonis ganjil  [1]. 

Gallian tahun 2019 mengumpulkan semua riset tentang teori pelabelan graf dan aplikasinya [2]. 

Terdapat beberapa kelas graf harmonis ganjil yang sudah ditemukan antara lain. Srividya dan Govindarajan 

tahun 2020 menemukan graf lingkaran dengan pararel chord [3], Ferbriana dan Sugeng tahun 2020 

menemukan graf squid [4], Jeyanthi dan Philo tahun 2020 menemukan graf ladder [5], Mumtaz dkk tahun 

2021 menemukan graf matting [6], [7], Mumtaz dan Silaban tahun 2021 menemukan bahwa graf ular hair, 

Pujiwati dkk tahun 2021 menemukan dua graf bintang [8]. Hasil penelitian relevan yang lain dapat dilihat 

pada [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16]. [17], [18], [12], [19], dan  [20] 

Tahun 2017 Firmansah dan Yuwono menemukan graf ular jaring [21] dan Firmansah tahun 2020 

menemukan graf ular jaring berlipat yang merupakan graf harmonis ganjil [22]. Kedua hasil pada makalah 

ini menjadi dasar penelitian untuk memperoleh konstruksi kelas graf baru berupa graf tali, gabungan graf 

tali dan graf tali berlipat. Tujuan penelitian adalah menemukan sifat pelabelan harmonis ganjil pada 

beberapa kelas graf tali. Metode penelitia menggunakan penelitian kualitatif. Pada penelitian ini akan 

diberikan konstruksi dan definisi dari graf tali 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1, gabungan graf tali 𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠) dengan 

𝑠 ≥ 1, dan graf tali berlipat 𝑅(𝑠, 𝑡) dengan 𝑠 ≥ 1 dan 𝑡 ≥ 1. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa graf tali 

𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1, gabungan graf tali 𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1, dan graf tali berlipat 𝑅(𝑠, 𝑡) dengan 𝑠 ≥
1 dan 𝑡 ≥ 1 memenuhi sifat-sifat pelabelan harmonis ganjil sedemikian sehingga merupakan graf harmonis 

ganjil. Lebih lanjut hasil dari penelitian ini juga menambah sifat-sifat baru dari graf harmonis ganjil dari 

penelitian sebelumnya.   

2. METODE PENELITIAN 

Penelitian ini merupakan jenis penelitian kualitatif yang berfokus pada pengembangan sifat-sifat baru 

dari graf harmonis ganjil. Adapun tahapan penelitian sebagai berikut: Tahapan pengumpulan data, mencari 

sumber referensi yang relevan untuk mendapatkan konstruksi kelas graf baru yang berupa definisi kelas graf 

dan gambar kelas graf untuk memperoleh notasi titik dan notasi garis dari kelas graf tersebut. Tahapan 

analisis data, pada tahapan ini akan diberikan konstruksi himpunan titik, himpunan garis, pelabelan titik yang 

bersifat injektif dan pelabelan garis yang bersifat bijektif. Tahapan kontruksi teorema dan pembuktiannya, pada 

tahapan ini akan diberikan konstruksi Teorema beserta pembuktiannya, pembuktian Teorema menggunakan 

metode pembuktian langsung yaitu dengan menunjukkan bahwa fungsi pelabelan simpul yang telah 

dikonstruksi memenuhi sifat-sifat injektif sehingga menginduksi fungsi pelabelan busur yang bersifat 

bijektif.  

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bab ini akan diberikan pelabelan harmonis ganjil pada beberapa kelas graf tali yaitu graf tali, 

gabungan graf tali dan graf tali berlipat.  

3.1 Pelabelan Hamonis Ganjil pada Graf Tali 

Definisi 1.  Graf tali 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1 adalah graf dengan  

𝑉(𝑅(𝑠)) = {𝑢𝑖|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1} ∪ {𝑣𝑖
𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑤𝑖

𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2} dan   

𝐸(𝑅(𝑠)) = {𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)
𝑗|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1, 𝑗 = 1,2}  ∪

{𝑣𝑖
𝑗𝑤𝑖

𝑗
|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑤𝑖

𝑗𝑣
(𝑖+1)
𝑗

|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2}.  

Pada Gambar 1 diberikan konstruksi graf tali 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1.  
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Gambar 1. Graf tali 𝑹(𝒔)  

Selanjutnyan akan dibuktikan bahwa graf tali 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1 adalah graf harmonis ganjil yang 

dinyatakan pada Teorema 2.  

Teorema 2.  Graf tali 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1 adalah harmonis ganjil  

Bukti. Berdasarkan Definisi 1 diperoleh 𝑝 = |𝑉(𝑅(𝑠))| = 5𝑠 + 4 dan 𝑞 = |𝐸(𝑅(𝑠))| = 8𝑠 + 4. Diberikan  

𝑓: 𝑉(𝑅(𝑠)) → {0,1,2,3, 4, 5, … ,16𝑠 + 7}  

 𝑓(𝑢𝑖) = 4𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1      (1.1) 

𝑓(𝑣𝑖
𝑗) = 4𝑖 + 2𝑗 − 5, 𝑗 = 1,2 dan 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1   (1.2) 

𝑓(𝑤𝑖
𝑗) = 16𝑘 − 12𝑖 − 4𝑗 + 18, 𝑗 = 1,2 dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠   (1.3) 

Berdasarkan (1.1), (1.2), (1.3) diperoleh setiap titk mempunyai label yang berbeda dan 𝑉(𝑅(𝑠)) ⊆

{0,1,2,3, 4, 5, … ,16𝑠 + 7} maka 𝑓 injektif. Diberikan 𝑓∗: 𝐸(𝑅(𝑠)) → {1, 3, 5, 7,9, … ,16𝑠 + 7}.  

𝑓∗(𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)
𝑗) = 2𝑗 + 8𝑖 − 1, 𝑗 = 1,2 dan  0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠   (1.4) 

𝑓∗(𝑣𝑖
𝑗𝑢𝑖) = 2𝑗 + 8𝑖 − 5, 𝑗 = 1,2 dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1   (1.5) 

𝑓∗(𝑣𝑖
𝑗𝑤𝑖

𝑗
) = 16𝑘 − 2𝑗 − 8𝑖 + 13, 𝑗 = 1,2 dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠  (1.6) 

𝑓∗ (𝑤𝑖
𝑗𝑣

(𝑖+1)
𝑗

) = 16𝑘 − 2𝑗 − 8𝑖 + 17, 𝑗 = 1,2 dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠  (1.7) 

Berdasarkan (1.4), (1.5), (1.6) dan (1.7) diperoleh setiap titk mempunyai label yang berbeda dan 

𝐸(𝑅(𝑠)) = {1,3,5,7,9, … ,16𝑠 + 7} maka 𝑓∗ bijektif. Sedemikian sehingga graf tali 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1 

adalah graf harmonis ganjil  

Berikut diberikan contoh graf tali 𝑅(6) pada Gambar 2 yang merupakan graf harmonis ganjil.  
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Gambar 2. Graf tali 𝑹(𝟔)  

3.2 Pelabelan Hamonis Ganjil pada Gabungan Graf Tali 

Definisi 3.  Gabungan graf tali 𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1 adalah graf dengan  

𝑉(𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠)) = {𝑢𝑖|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1} ∪ {𝑣𝑖
𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑤𝑖

𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2} ∪

{𝑥𝑖|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1} ∪ {𝑦𝑖
𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑧𝑖

𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2}  dan  

𝐸(𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠)) = {𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)
𝑗|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1, 𝑗 = 1,2}  ∪

{𝑣𝑖
𝑗𝑤𝑖

𝑗
|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑤𝑖

𝑗𝑣
(𝑖+1)
𝑗

|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑥𝑖𝑦(𝑖+1)
𝑗|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2} ∪

{𝑦𝑖
𝑗𝑥𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1, 𝑗 = 1,2}  ∪ {𝑦𝑖

𝑗𝑧𝑖
𝑗
|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑧𝑖

𝑗𝑦
(𝑖+1)
𝑗

|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2}.  

Pada Gambar 3 diberikan konstruksi gabungan graf tali 𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1.  

Commented [a5]: 1 

Commented [a6]: 2 

Commented [a7]: 3 



52  Firmansah, F | Pelabelan Harmonis Ganjil pada Beberapa Kelas Graf Tali  

0u
1u 2u

1+su

1

1v

2

1v

1

2v

2

2v

1

1+sv

2

1+sv

1

1w

2

1w

1

2w

2

2w

1

sw

2

sw

su

1

3v

2

3v

3u

0x
1x

2x
1+sx

1

1y

2

1y

1

2y

2

2y

1

1+sy

2

1+sy

1

1z

2

1z

1

2z

2

2z

1

sz

2

sz

sx

1

3y

2

3y

3x

 
Gambar 3. Gabungan graf tali 𝑹(𝒔) ∪ 𝑹(𝒔)  

Selanjutnyan akan dibuktikan bahwa gabungan graf tali 𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠) adalah graf harmonis ganjil yang 

dinyatakan pada Teorema 4.  

Teorema 4.  Gabungan graf tali 𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1 adalah harmonis ganjil  

Bukti. Berdasarkan Definisi 3 diperoleh 𝑝 = |𝑉(𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠))| = 10𝑠 + 8 dan 𝑞 = |𝐸(𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠))| =

16𝑠 + 8. Diberikan  𝑓: 𝑉(𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠)) → {0,1,2,3, 4, 5, … ,32𝑠 + 15}.  

 𝑓(𝑢𝑖) = 4𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1      (2.1) 

𝑓(𝑣𝑖
𝑗) = 4𝑖 + 2𝑗 − 5, 𝑗 = 1,2 dan 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1   (2.2) 

𝑓(𝑤𝑖
𝑗) = 16𝑘 − 12𝑖 − 4𝑗 + 18, 𝑗 = 1,2 dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠   (2.3) 

𝑓(𝑥𝑖) = 4𝑖 + 2, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1       (2.4) 

𝑓(𝑦𝑖
𝑗) = 16𝑘 + 4𝑖 + 2𝑗 + 1, 𝑗 = 1,2 dan 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1    (2.5) 

𝑓(𝑧𝑖
𝑗) = 16𝑘 − 12𝑖 − 4𝑗 + 20, 𝑗 = 1,2 dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠   (2.6) 

Berdasarkan (2.1), (2.2), (2.3), (2.1), (2.2), dan (2.6)    diperoleh setiap titik mempunyai label yang 

berbeda dan 𝑉(𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠)) ⊆ {0,1,2,3, 4, 5, … ,32𝑠 + 15} maka 𝑓 injektif. Didefinisikan fungsi pelabelan 

garis 𝑓∗: 𝐸(𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠)) → {1, 3, 5, 7,9, … ,32𝑠 + 15}.  

𝑓∗(𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)
𝑗) = 8𝑖 + 2𝑗 − 1, 𝑗 = 1,2 dan 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠    (2.7) 

𝑓∗(𝑣𝑖
𝑗𝑢𝑖) = 8𝑖 + 2𝑗 − 5, 𝑗 = 1,2 dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1    (2.8) 

𝑓∗(𝑣𝑖
𝑗𝑤𝑖

𝑗
) = 16𝑘 − 8𝑖 − 2𝑗 + 13, 𝑗 = 1,2 dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠   (2.9) 

𝑓∗ (𝑤𝑖
𝑗𝑣

(𝑖+1)
𝑗

) = 16𝑘 − 8𝑖 − 2𝑗 + 17, 𝑗 = 1,2 dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠    (2.10) 

𝑓∗(𝑥𝑖𝑦(𝑖+1)
𝑗) = 16𝑘 + 8𝑖 + 2𝑗 + 7, 𝑗 = 1,2 dan 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠   (2.11)  

𝑓∗(𝑦𝑖
𝑗𝑥𝑖) = 16𝑘 + 8𝑖 + 2𝑗 + 3, 𝑗 = 1,2 dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1   (2.12) 

𝑓∗(𝑦𝑖
𝑗𝑧𝑖

𝑗
) = 32𝑘 − 8𝑖 − 2𝑗 + 21, 𝑗 = 1,2 dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠   (2.13) 

𝑓∗ (𝑧𝑖
𝑗𝑦

(𝑖+1)
𝑗

) = 32𝑘 − 8𝑖 − 2𝑗 + 25, 𝑗 = 1,2 dan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠   (2.14) 

Berdasarkan (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13), dan (2.14) diperoleh setiap garis 

mempunyai label yang berbeda dan 𝐸(𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠)) = {1,3,5,7,9, … ,32𝑠 + 15} maka 𝑓∗ bijektif. 

Sedemikian sehingga gabungan graf tali 𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠)dengan 𝑠 ≥ 1 adalah graf harmonis ganjil  

Berikut diberikan contoh gabungan graf tali 𝑅(4) ∪ 𝑅(4) pada Gambar 4 yang merupakan graf 

harmonis ganjil.  
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Gambar 4. Gabungan graf tali 𝑹(𝟒) ∪ 𝑹(𝟒)  

3.3 Pelabelan Hamonis Ganjil pada Graf Tali Berlipat  

 Definisi 5. Graf tali berlipat 𝑅(𝑠, 𝑡) dengan 𝑠 ≥ 1 dan 𝑡 ≥ 1 adalah graf dengan  

𝑉(𝑅(𝑠, 𝑡)) = {𝑢𝑖|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1} ∪ {𝑣𝑖
𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑤𝑙

𝑖,𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑡, 𝑗 = 1,2} 

dan  𝐸(𝑅(𝑠, 𝑡)) = {𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)
𝑗|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1, 𝑗 = 1,2}  ∪

{𝑣𝑖
𝑗𝑤𝑙

𝑖,𝑗
|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑡, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑤𝑙

𝑖,𝑗𝑣
(𝑖+1)
𝑗

|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑡, 𝑗 = 1,2}.  

Pada Gambar 5 diberikan konstruksi graf tali berlipat 𝑅(𝑠, 𝑡) dengan 𝑠 ≥ 1 dan 𝑡 ≥ 1 
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Gambar 5. Graf tali berlipat 𝑹(𝒔, 𝒕)  

Selanjutnyan akan dibuktikan bahwa graf tali berlipat 𝑅(𝑠, 𝑡) dengan 𝑠 ≥ 1 dan 𝑡 ≥ 1 adalah graf 

harmonis ganjil yang dinyatakan pada Teorema 6.  

Teorema 6.  Graf tali berlipat 𝑅(𝑠, 𝑡) dengan 𝑠 ≥ 1 dan 𝑡 ≥ 1 adalah harmonis ganjil  

Bukti. Berdasarkan Definisi 5 diperoleh 𝑝 = |𝑉(𝑅(𝑠, 𝑡))| = 2𝑠𝑡 + 5𝑠 + 4 dan 𝑞 = |𝐸(𝑅(𝑠))| = 4𝑠𝑡 +

8𝑠 + 4. Diberikan 𝑓: 𝑉(𝑅(𝑠, 𝑡)) → {0,1,2,3, 4, 5, … ,8𝑠𝑡 + 16𝑠 + 7}.  
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𝑓(𝑢𝑖) = 4𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1           (3.1) 

𝑓(𝑣𝑖
𝑗) = 4𝑖 + 2𝑗 − 5, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1, 𝑗 = 1,2          (3.2) 

𝑓(𝑤𝑙
𝑖,𝑗) = (8𝑡 + 16)𝑠 + 8𝑙 − (8𝑡 + 12)𝑖 − 4𝑗 + 10, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑡 + 1, 𝑗 = 1,2     (3.3) 

Berdasarkan (3.1), (3.2), (3.3) diperoleh setiap titik mempunyai label yang berbeda dan 𝑉(𝑅(𝑠, 𝑡)) ⊆

{0,1,2,3, 4, 5, … ,8𝑠𝑡 + 16𝑠 + 7} maka 𝑓 injektif. Diberikan 𝑓∗: 𝐸(𝑅(𝑠)) → {1, 3, 5, 7,9, … ,8𝑠𝑡 + 16𝑠 + 7}.  

𝑓∗(𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)
𝑗) = 8𝑖 + 2𝑗 − 1, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 𝑗 = 1,2            (3.4) 

𝑓∗(𝑣𝑖
𝑗𝑢𝑖) = 8𝑖 + 2𝑗 − 5, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 + 1, 𝑗 = 1,2           (3.5) 

𝑓∗(𝑣𝑖
𝑗𝑤𝑙

𝑖,𝑗
) = (8𝑡 + 16)𝑠 + 8𝑙 − (8𝑡 + 8)𝑖 − 2𝑗 + 5, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑡, 𝑗 = 1,2       (3.6) 

𝑓∗ (𝑤𝑙
𝑖,𝑗𝑣

(𝑖+1)
𝑗

) = (8𝑡 + 16)𝑠 + 8𝑙 − (8𝑡 + 8)𝑖 − 2𝑗 + 9, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑡 + 1, 𝑗 = 1,2  (3.7) 

Berdasarkan (3.4), (3.5), (3.6) dan (3.7) diperoleh setiap garis mempunyai label yang berbeda dan 

𝐸(𝑅(𝑠)) = {1,3,5,7,9, … ,8𝑠𝑡 + 16𝑠 + 7} maka 𝑓∗ bijektif. Sedemikian sehingga graf tali berlipat 𝑅(𝑠, 𝑡) 

dengan 𝑠 ≥ 1 dan 𝑡 ≥ 1 adalah graf harmonis ganjil  

Berikut diberikan contoh graf tali berlipat 𝑅(4,3) pada Gambar 6 yang merupakan graf harmonis ganjil.  
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Gambar 6. Graf tali berlipat 𝑹(𝟒, 𝟑)  

Berdasarkan hasil pada Teorema 2, Teorema 4 dan Teorema 6 telah dibuktikan bahwa graf tali 𝑅(𝑠) 

dengan 𝑠 ≥ 1, gabungan graf tali 𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1, dan graf tali berlipat 𝑅(𝑠, 𝑡) dengan 𝑠 ≥ 1 

dan 𝑡 ≥ 1 adalah graf harmonis ganjil. Hasil dan pembahasan menunjukkan bahwa penelitian ini 

merupakan pengembangan dari penelitian sebelumnya [21] dan [22] yaitu penambahan kelas graf keluarga 

dari graf harmonis ganjil.  

4. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil dan pembahasan diperoleh konstruksi definisi graf tali 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1, gabungan 

graf tali 𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1, dan graf tali berlipat 𝑅(𝑠, 𝑡) dengan 𝑠 ≥ 1 dan 𝑡 ≥ 1. Selanjutnya telah 

dibuktikan bahwa graf tali 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1, gabungan graf tali 𝑅(𝑠) ∪ 𝑅(𝑠) dengan 𝑠 ≥ 1, dan graf tali 

berlipat 𝑅(𝑠, 𝑡) dengan 𝑠 ≥ 1 dan 𝑡 ≥ 1 memenuhi sifat-sifat pelabelan harmonis ganjil sedemikian 

sehingga merupakan graf harmonis ganjil.  

Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan mencari pelabelan harmonis ganjil pada gabungan graf tali 

berlipat 𝑅(𝑠, 𝑡) ∪ 𝑅(𝑠, 𝑡) dengan 𝑠 ≥ 1 dan 𝑡 ≥ 1.  
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