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1. PENDAHULUAN

Pelabelan eraf adalah salah saty dari topik penglitian tentang teen graf yang betkembang sangat pesat
pada beberapa tabun torakhyr. Tahup 2019 Liang dan Bar menghopstuks: defimst gral hauments gad
sebagal benkut Misalkan G(p,q) adalah graf dengan humpunan tittk V(G) dan himpunan gans E(G)
dengan order p=|V(G)I| Han size g=|E(G)|| Uika gaf G(pq) mememuhi f:V(6)—> ()
(0,1,2345,..2q - 1} yang ipjektif menginduksi 4 E(G) ~ (13,57,9,..,2q — 1} yang
bilskif dengan definisi £ (x.7) = £(x) + () maka G(p.q) adalsh zral basmonis ganid] [1]

Gallian tahyn 2019 mengumpulkan ssmya nsst tentang teen pelabslan graf dan aplkasmya [2].
Tsrdapat beberapa kelas graf harmenis ganiil vang sudah ditemukan anfara lain. Srividya dan Govindarajan
tahun 2020 menemukan graf lingkaran dengan parargl chord [3]. Eerbriana dan Sugeng tahun 2020
menemukan graf squid [4], Jeyanthi dan Philo tabun 2020 mengmukan graf ladder [:] Mumtaz gkk tahun
ZOZIWMmmg[ﬂ [7]} Mumtaz dan Silahan tahun 2021 menemukan babwva graf wlag hair. ()
Pugrwatt dkk tahun 2021 mepsmukan dua graf bintang [8]. Hasil penglitign relevan vang lain dapat dilibat
pada [9], [10], [11], [12]. [13], [14], [15], [16]. [17], [18], [12], [15], dan [20]

Tahun 2017 Firmansah dan Yuwono menemukan eraf ular jaging [21] dan Firmansah tahun 202
menemukan graf ulac janing beripat vang merupakan graf hammonis ganul [22]. Kedua hasil pada makalz asus February 07, 2022
@mmmmmmmwﬁwmmmm@ 157

Comments

dibesikan koustrukst dan defingsi dart graf tall R(5) dengan s > 1. gabungan graf tali R(s) U A(s) dengz asus
s = 1, dan graf tali berlipat R(s, t) dengan s > 1 dan t = 1. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa graf tz [5-20]
R(s) dengan s > 1, gabungan graf tali R(s) U R(s) dengan s > 1, dan graf tali berlipat R(s, t) dengan s

1dan t = 1 memenuhi sifat-sifat pelabelan harmonis ganjil sedemikian schingga merupakan graf harmon

ganjil. Lebih lanjut hasil dari penelitian ini juga menambah sifat-sifat baru dari graf harmonis ganjil da
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Gambar 1. Graf taj R(s) |:|
dibuktikan bahwa raf tal R(s) dengan s > 1 adalah graf harmonis ganpl yang
dinyatakan pada Teorema 2.
Teorema 2. Grafigli R(s) dengan s = 1 adalah harmonis gawjil
Bukti. Berdasarkan Definisi 1 diperoleh p = ‘V(R(s)}‘ =5s+4dang = ‘E(R(s))‘ = 8s + 4. Diberikan
F:V(R(s)) = (0.1,23,4,5,...,165 + 7}
flu)=4,0=iss+1 il )
flv/)=41+42j-5 =12dm0=tss+1 2
f(wi) =16k —12i —4j+18,/=1,2dm1<i<s (113) v =
Berdasarkan (1.1, (12), (1.3) diperoleh setiap itk mempunyai label yang berbeda dan V(R(s)) Comments
{0,1,2,3,4,5, ...,165 + 7} maka f injektif Diberikan f*: E(R(s)) = {1,3,5,7.9, .., 165 + 7}. H asus February 07, 2022
fHuivgsn’) =2/ +8i—1,j=12dm 0<=i=s 14 I
fe(viiu) =2/ +8i—5j=12dml<i=s+1 (15) £ Reply 70
fe(viw!) =16k —2j - 8i+13j=12dm1=<i<s (1.6)
/ asus
Fo(wifvlyy) =16k —2j—8i +17,j = 1.2dn1 =1 =5 (7 H 2
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Berdasatkan (L4). (1.5). (1.6) dan (1.7) dipersleh setan itk mempnnya label yang berbeda de
E(R(s)) ={13,57.9,...,165 + 7} maka f* bijektif Sedemikian sehingza graf tali R(s) dengan s =
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Abstrak

Graf dengan sifat pelabelan harmonis ganjil disebut sebagai graf harmonis ganjil. Tujuan penelitian ini
adalah menemukan sifat pelabelan harmonis ganjil pada beberapa kelas graf tali. Penelitian ini
menggunakan metode penelitian kualitatif. Hasil penelitian diperoleh definisi dan konstruksi dari graf
tali, gabungan graf tali dan graf tali berlipat. Selanjutnya dibuktikan bahwa graf tali, gabungan graf tali
dan graf tali berlipat adalah graf harmonis ganjil.

Kata Kunci : graf berlipat, graf hamonis ganjil, graf tali, operasi gabungan, pelabelan harmonis ganjil

Abstract

A graph that satisfies the labeling properties of odd harmonious is called an odd harmonious graph. The
purpose of this research is to get labeling propeties of odd harmonious on the class of rope graphs. The
research used is a qualitative research method. The result of the research is that the definition and
construction of a rope graph, the union of a rope graph, and the pleated rope graph are obtained.
Furthermore, it has been proved that a rope graph, the union of a rope graph, and the pleated rope graph
is an odd harmonious graph.

Keywords: odd harmonious graph, odd harmonious labeling, pleated graph, rope graph, union
operation
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1. PENDAHULUAN

Pelabelan graf adalah salah satu dari topik penelitian tentang teori graf yang berkembang sangat pesat
pada beberapa tahun terakhir. Tahun 2019 Liang dan Bai mengkonstruksi definisi graf harmonis ganjil
sebagai berikut. Misalkan G(p,q) adalah graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan garis E(G)
dengan order p=|V(G)| dan size q=|E(G)|| lika graf G(p,q) memenuhi f:V(G)—

{0,1,2,3,4,5,...,2q — 1} yang injektif sehingga menginduksi f*:E(G) - {1,3,5,7,9,...,2q — 1} yang
bijektif dengan definisi f*(x,y) = f(x) + f(y) maka G (p, q) adalah graf harmonis ganjil [1].

Gallian tahun 2019 mengumpulkan semua riset tentang teori pelabelan graf dan aplikasinya [2].
Terdapat beberapa kelas graf harmonis ganjil yang sudah ditemukan antara lain. Srividya dan Govindarajan
tahun 2020 menemukan graf lingkaran dengan pararel chord [3], Ferbriana dan Sugeng tahun 2020
menemukan graf squid [4], Jeyanthi dan Philo tahun 2020 menemukan graf ladder [5], Mumtaz dkk tahun
2021 menemukan graf matting [6], [7], Mumtaz dan Silaban tahun 2021 menemukan bahwa graf ular hair,
Pujiwati dkk tahun 2021 menemukan dua graf bintang [8]. Hasil penelitian relevan yang lain dapat dilihat
pada [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16]. [17], [18], [12], [19], dan [20]

Tahun 2017 Firmansah dan Yuwono menemukan graf ular jaring [21] dan Firmansah tahun 2020
menemukan graf ular jaring berlipat yang merupakan graf harmonis ganjil [22]. Kedua hasil pada makalah
ini menjadi dasar penelitian untuk memperoleh konstruksi kelas graf baru berupa graf tali, gabungan graf
tali dan graf tali berlipat. Tujuan penelitian adalah menemukan sifat pelabelan harmonis ganjil pada
beberapa kelas graf tali. Metode penelitia menggunakan penelitian kualitatif. Pada penelitian ini akan
diberikan konstruksi dan definisi dari graf tali R(s) dengan s > 1, gabungan graf tali R(s) U R(s) dengan
s =1, dan graf tali berlipat R(s,t) dengan s > 1 dan t > 1. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa graf tali
R(s) dengan s > 1, gabungan graf tali R(s) U R(s) dengan s > 1, dan graf tali berlipat R(s, t) dengan s >
1 dan t = 1 memenuhi sifat-sifat pelabelan harmonis ganjil sedemikian sehingga merupakan graf harmonis
ganjil. Lebih lanjut hasil dari penelitian ini juga menambah sifat-sifat baru dari graf harmonis ganjil dari
penelitian sebelumnya.

2. METODE PENELITIAN

Penelitian ini merupakan jenis penelitian kualitatif yang berfokus pada pengembangan sifat-sifat baru
dari graf harmonis ganjil. Adapun tahapan penelitian sebagai berikut: Tahapan pengumpulan data, mencari
sumber referensi yang relevan untuk mendapatkan konstruksi kelas graf baru yang berupa definisi kelas graf
dan gambar kelas graf untuk memperoleh notasi titik dan notasi garis dari kelas graf tersebut. Tahapan
analisis data, pada tahapan ini akan diberikan konstruksi himpunan titik, himpunan garis, pelabelan titik yang
bersifat injektif dan pelabelan garis yang bersifat bijektif. Tahapan kontruksi teorema dan pembuktiannya, pada
tahapan ini akan diberikan konstruksi Teorema beserta pembuktiannya, pembuktian Teorema menggunakan
metode pembuktian langsung yaitu dengan menunjukkan bahwa fungsi pelabelan simpul yang telah
dikonstruksi memenuhi sifat-sifat injektif sehingga menginduksi fungsi pelabelan busur yang bersifat
bijektif.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini akan diberikan pelabelan harmonis ganjil pada beberapa kelas graf tali yaitu graf tali,
gabungan graf tali dan graf tali berlipat.

3.1 Pelabelan Hamonis Ganjil pada Graf Tali

Definisi 1. Graf tali R(s) dengan s > 1 adalah graf dengan
VRE))={wl0<i<s+ju{y/|1<i<s+1 j=12}u{w/|1<i<s, j=12}dan
E(R(s)) = {uwasy/[0<i<s, j=12}Uu{vJuy|l <i<s+1,j=12} U

w1 <issj=120u{wiv), |t <i<sj=12}.

Pada Gambar 1 diberikan konstruksi graf tali R(s) dengan s > 1.
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Gambar 1. Graf tali R(s)

Selanjutnyan akan dibuktikan bahwa graf tali R(s) dengan s > 1 adalah graf harmonis ganjil yang
dinyatakan pada Teorema 2.
Teorema 2. Graf tali R(s) dengan s = 1 adalah harmonis ganjil

Bukti. Berdasarkan Definisi 1 diperoleh p = |V(R(s))| = 5s + 4 dan q = |E(R(s))| = 8s + 4. Diberikan
fV(R(s)) > {0,1,23,4,5, .., 165 + 7}

fu)=4,0<i<s+1 1.1)
fv?)=4i+2j-5j=12dn0<i<s+1 1.2)
f(w/) =16k —12i—4j+18,j=12dan1<i<s 1.3)

Berdasarkan (1.1), (1.2), (1.3) diperoleh setiap titk mempunyai label yang berbeda dan V(R(s)) c
{0,1,2,3,4,5, ...,16s + 7} maka f injektif. Diberikan f*:E(R(s)) -{1,3,5,7,9,..,16s + 7}.

f*(uiy(m)i) =2j+8i—1,j=12dan 0<i<s (1.4)
frviw)=2j+8i—5j=12dan1<i<s+1 (1.5)
fr(w/w/) =16k —2j—-8i+13j=12dan1<i<s (1.6)
f (wifv(fm)) =16k—2j—8i+17,j=12dan1<i<s (1.7)

Berdasarkan (1.4), (1.5), (1.6) dan (1.7) diperoleh setiap titk mempunyai label yang berbeda dan
E(R(s)) ={13,57)9,..,165 + 7} maka f~ bijektif. Sedemikian sehingga graf tali R(s) dengan s =1
adalah graf harmonis ganjil [

Berikut diberikan contoh graf tali R(6) pada Gambar 2 yang merupakan graf harmonis ganjil.

Gambar 2. Graf tali R(6)

3.2 Pelabelan Hamonis Ganjil pada Gabungan Graf Tali

Definisi 3. Gabungan graf tali R(s) U R(s) dengan s > 1 adalah graf dengan
V(RG)UR®))={wl0<i<s+1u{v/[1<i<s+1, j=12}u{w/[1<i<s, j=12}U
rl0<i<s+lju{y/|1<i<s+1 j=12}u{z/|1<i<s, j=12} dan

E(R(S)UR(s)) = {wvuryy/|0<i<s, j=12}u{v/y|l <i<s+1j=12} U
riw/|1<i<s,j=12}v {wi/v(ii+1)|1 <i<s,j= 1,2} U{xyaen/[0<i<s, j=12}u
pixl<i<s+1j=12) ufylz/[1<i<sj=12}u {zify(f'i+1)|1 <i<s,j= 1,2}.

Pada Gambar 3 diberikan konstruksi gabungan graf tali R(s) U R(s) dengan s > 1.
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s+1

Gambar 3. Gabungan graf tali R(s) U R(s)

Selanjutnyan akan dibuktikan bahwa gabungan graf tali R(s) U R(s) adalah graf harmonis ganjil yang
dinyatakan pada Teorema 4.
Teorema 4. Gabungan graf tali R(s) U R(s) dengan s > 1 adalah harmonis ganjil

Bukti. Berdasarkan Definisi 3 diperoleh p = |V(R(s) UR(s))| = 10s + 8 dan q = |E(R(s) UR(S))| =
16s + 8. Diberikan f:V(R(s) UR(s)) = {0,1,23,4,5, ...,32s + 15}.

fu) =4,0<i<s+1 (2.1)
f(v/)=4i+2j-5j=12dan0<i<s+1 (2:2)
f(wi’) =16k —12i —4j +18,j=12dan1<i<s (2.3)
flx)=4i+20<i<s+1 (2.4)
f(y?)=16k+4i+2j+1,j=12dn0<i<s+1 (2.5)
f(z!) =16k —12i—4j+20,j=12dan1<i<s (2.6)

Berdasarkan (2.1), (2.2), (2.3), (2.1), (2.2), dan (2.6)  diperoleh setiap titik mempunyai label yang
berbeda dan V(R(s) UR(s)) € {0,1,2,3,4,5, ... ,32s + 15} maka f injektif. Didefinisikan fungsi pelabelan
garis f*:E(R(s) UR(s)) ~ {1,3,5,7,9, ... 325 + 15}.

f*(uiy(i+1)f) =8i+2j—1,j=12dan0<i<s 2.7)
fr(viw)=8i+2j-5j=12dan1<i<s+1 (2.8)
f*(vijwi’) =16k —8i—2j+13,j=12dan1<i<s (2.9)
f (wifv(fiﬂ)) =16k—8i—2j+17,j=12dan1<i<s (2.10)
fr(vaeny’) =16k +8i+2j+7,j=12dan0<i<s (2.11)
fr(yidx) =16k +8i+2j+3,j=12dan1<i<s+1 (2.12)
fr(yi'z]) =32k —8i—2j+21,j=12dan1<i<s (2.13)
£ (zily(fl.ﬂ)) =32k—-8i—2j+25j=12dan1<i<s (2.14)

Berdasarkan (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13), dan (2.14) diperoleh setiap garis
mempunyai label yang berbeda dan E(R(s)UR(s)) ={1,357,9,..,32s + 15} maka f* bijektif.
Sedemikian sehingga gabungan graf tali R(s) U R(s)dengan s > 1 adalah graf harmonis ganjil [

Berikut diberikan contoh gabungan graf tali R(4) U R(4) pada Gambar 4 yang merupakan graf
harmonis ganjil.
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Gambar 4. Gabungan graf tali R(4) U R(4)
3.3 Pelabelan Hamonis Ganjil pada Graf Tali Berlipat
Definisi 5. Graf tali berlipat R(s, t) dengan s> 1dant > 1 adalah grgf dengan
VR, ))={wl0<i<s+1u{v/|1<i<s+1, j=12)u{w"|1<i<s1<1<tj=12}
dan E(R(s,t)) = {uvgey/[0<i<s, j=12}Uu{vJuy|l <i<s+1,j=12} U
iw/[1<i<s1<i<tj=12}u {w,f'fv(f'i+1)|1 <i<sl<l<tj= 1,2}.

Pada Gambar 5 diberikan konstruksi graf tali berlipat R(s,t) dengans > 1dant > 1

11 21 sl
W, W, ) W,

Gambar 5. Graf tali berlipat R(s, t)

Selanjutnyan akan dibuktikan bahwa graf tali berlipat R(s, t) dengan s > 1 dan t > 1 adalah graf
harmonis ganjil yang dinyatakan pada Teorema 6.

Teorema 6. Graf tali berlipat R(s, t) dengan s > 1 dan t > 1 adalah harmonis ganjil

Bukti. Berdasarkan Definisi 5 diperoleh p = |V(R(s,t))| = 2st + 55 + 4 dan q = |E(R(s))| = 4st +
8s + 4. Diberikan f: V(R(s, £)) > {0,1,2,3,4,5, ... 8st + 165 + 7.
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fu)=4i,0<i<s+1 (3.1)

f(v/)=4i+2j-50<i<s+1j=12 (3.2)

f(w")=(8t+16)s+8— (8t +12)i—-4j+10,1<i<s1<I<t+1j=12 (3.3)
Berdasarkan (3.1), (3.2), (3.3) diperoleh setiap titik mempunyai label yang berbeda dan V(R(s, t)) c
{0,1,23,4,5, ... 8st + 165 + 7} maka f injektif. Diberikan f*: E(R(s)) = {1,3,5,7,9, ... 8st + 165 + 7}.

f*(uiy(m)f) =8i+2j—1,0<i<s,j=12 (3.4)
fr(vilu)=8i+2j—5 1<i<s+1,j=12 (3.5)
fr(wilw”) = (Bt +16)s + 81— (8t +8)i —2j+51<i<s1<l<tj=12 (3.6)

fr (wli'jv(’iﬂ)) =(8t+16)s+8l— (8t+8)i—2j+9,1<i<s1<I<t+1j=12 (37
Berdasarkan (3.4), (3.5), (3.6) dan (3.7) diperoleh setiap garis mempunyai label yang berbeda dan
E(R(s)) ={135,7,9,....8st + 165 + 7} maka f~ bijektif. Sedemikian sehingga graf tali berlipat R(s, t)
dengan s > 1 dan t > 1 adalah graf harmonis ganjil *

Berikut diberikan contoh graf tali berlipat R (4,3) pada Gambar 6 yang merupakan graf harmonis ganjil.

158 122 86 50
Gambar 6. Graf tali berlipat R(4, 3)

Berdasarkan hasil pada Teorema 2, Teorema 4 dan Teorema 6 telah dibuktikan bahwa graf tali R(s)
dengan s > 1, gabungan graf tali R(s) U R(s) dengan s > 1, dan graf tali berlipat R(s,t) dengan s > 1
dan t =1 adalah graf harmonis ganjil. Hasil dan pembahasan menunjukkan bahwa penelitian ini
merupakan pengembangan dari penelitian sebelumnya [21] dan [22] yaitu penambahan kelas graf keluarga
dari graf harmonis ganjil.

4. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan diperoleh konstruksi definisi graf tali R(s) dengan s > 1, gabungan
graf tali R(s) U R(s) dengan s > 1, dan graf tali berlipat R(s, t) dengan s > 1 dan t > 1. Selanjutnya telah
dibuktikan bahwa graf tali R(s) dengan s > 1, gabungan graf tali R(s) U R(s) dengan s > 1, dan graf tali
berlipat R(s,t) dengan s >1 dan t =1 memenuhi sifat-sifat pelabelan harmonis ganjil sedemikian
sehingga merupakan graf harmonis ganjil.

Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan mencari pelabelan harmonis ganjil pada gabungan graf tali
berlipat R(s,t) U R(s,t) dengans > 1 dant > 1.
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