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PELABELAN HARMONIS GANJIL PADA GRAF KINCIR ANGIN

BELANDA DAN GABUNGAN GRAF KINCIR ANGIN BELANDA

Fery Firmansah1), Kiki Ariyanti Sugeng2)

Abstrak : Graf     GEGVG ,  dengan  GV  adalah himpunan simpul dan  GE  adalah

himpunan busur disebut sebagai graf ),( qpG  jika memiliki  GVp   simpul  dan  GEq    busur..

Graf ),( qpG  disebut graf harmonis ganjil jika terdapat fungsi     12,...,2,1,0:  qGVf  yang

bersifat injektif sedemikian sehingga menginduksi suatu fungsi    12,...,5,3,1:*  qGEf  yang

bersifat bijektif, yang didefinisikan oleh      vfufuvf *  dan fungsi f dikatakan fungsi pelabelan

harmonis ganjil dari graf ),( qpG . Graf kincir angin belanda  kC4
 dengan 1k  adalah graf  yang

dibentuk dari k graf lingkaran 
4C  yang mempunyai satu simpul pusat persekutuan 0v . Graf    kk CC 44 

dengan 1k  adalah gabungan dua graf kincir angin belanda  kC4
 dengan 1k . Pada makalah ini

akan diberikan pelabelan harmonis ganjil pada graf kincir angin belanda   kC4
dengan 1k  dan

gabungan graf kincir angin belanda    kk CC 44   dengan 1k sedemikian sehingga graf kincir angin

belanda  kC4
 dengan 1k  dan gabungan graf kincir angin belanda    kk CC 44   dengan 1k  adalah

graf harmonis ganjil.

Kata Kunci : graf kincir angin belanda, gabungan graf kincir angin belanda, graf harmonis ganjil, pelabelan

harmonis ganjil

PENDAHULUAN

Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh

Sedlacek pada tahun 1963. Sampai tahun 2014 banyak

hasil riset yang telah ditemukan dari pelabelan graf

baik dalam hal teori maupun aplikasi dan hasil riset

tersebut dikumpulkan oleh Gallian [3] dan terus

diperbaharui secara teratur. Pelabelan graf dapat

diaplikasikan dalam berbagai bidang keilmuan

diantaranya pada teori koding, radar, astronomi, desain

sirkuit, manajemen data base dan kriptografi [3]. Salah

satu jenis pelabelan graf yang relatif masih baru adalah

pelabelan harmonis ganjil yang diperkenalkan oleh

Liang dan Bai [4] pada tahun 2009.

Pada makalah ini pembahasan dibatasi untuk

graf sederhana, berhingga dan tidak berarah. Graf

    GEGVG ,  dengan  GV  adalah himpunan

simpul dan  GE  adalah himpunan busur disebut

sebagai graf ),( qpG  jika memiliki  GVp 

simpul  dan  GEq    busur. Graf ),( qpG disebut

graf harmonis ganjil jika terdapat fungsi

   12,...,2,1,0:  qGVf  yang bersifat injektif

sedemikian sehingga menginduksi suatu fungsi

   12,...,5,3,1:*  qGEf  yang bersifat bijektif,

yang didefinisikan oleh      vfufuvf *  dan

fungsi f dikatakan fungsi pelabelan harmonis ganjil

dari graf ),( qpG .

Liang dan Bai [4] telah menunjukkan sifat-sifat

graf yang mempunyai pelabelan harmonis ganjil

diantaranya jika G  adalah graf harmonis ganjil maka

G adalah bipartit dan jika graf ),( qpG adalah graf
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harmonis ganjil maka 122  qpq . Liang dan

Bai [4] juga telah membuktikan bahwa graf lingkaran

nC  adalah graf harmonis ganjil jika dan hanya jika

 4mod0n ,  graf komplit nK  adalah  graf

harmonis ganjil jika dan hanya jika 2n , graf komplit

k-partit  knnnK ...,, 21  adalah graf harmonis ganjil

jika dan hanya jika 2k , graf kincir angin t
nK   adalah

graf harmonis ganjil jika dan hanya jika 2n .

Vaidya dan Shah [6] membuktikan bahwa graf

shadow dan graf split dari graf lintasan nP  dan graf

bintang nK ,1  adalah graf harmonis ganjil. Saputri,

Sugeng dan Froncek [5] membuktikan bahwa graf

d u m b e l  4mod0,2,,  knD kn d a n

 4mod2 kn  dan graf  4mod0,1  nKCn

adalah graf harmonis ganjil, graf mn PC   adalah graf

harmonis ganjil jika dan hanya jika  4mod0n .

Alyani, Firmansah, Giyar ti dan Sugeng [2]

membuktikan bahwa graf ular 
4kC  dengan 1k ,

graf ular 8kC  dengan  dan graf gelang  k
C

,1

4



dengan 1k  adalah graf harmonis ganjil. Abdel-Aal

[1] membuktikan bahwa graf yang dibentuk dari dua

copy graf lingkaran  nC  genap  dengan satu busur

persekutuan, dua copy graf lingkaran

nC  4mod0n dengan satu simpul persekutuan

adalah graf harmonis ganjil.

Pada makalah ini akan ditunjukan bahwa graf

kincir angin belanda  kC4
 dengan 1k  dan gabungan

graf kincir angin belanda    kk CC 44   dengan 1k

memenuhi fungsi pelabelan harmonis ganjil sedemikian

sehingga graf kincir angin belanda  kC4
 dengan 1k

dan gabungan graf kincir angin belanda    kk CC 44 

dengan  1k adalah graf harmonis ganjil.

METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang digunakan adalah
studi literatur dengan mempelajari makalah dan buku

yang berkaitan dengan topik penelitian. Selanjutnya
hasil studi literatur tersebut digunakan sebagai
landasan teori untuk  mendapatkan pelabelan

harmonis ganjil pada graf kincir angin belanda  kC4

dengan 1k  dan gabungan graf kincir angin belanda

   kk CC 44   dengan 1k .

HASIL DAN PEMBAHASAN

1. Definisi dan Kontruksi dari Graf Kincir Angin

Belanda

Berikut diberikan definisi, notasi simpul dan

kontruksi dari graf kincir angin belanda  kC4

dengan 1k , selanjutnya didefinisikan himpunan

simpul dan himpunan busur dari graf kincir angin

belanda  kC4
 dengan 1k .

Definisi 1. [3] Graf kincir angin belanda  kC4

dengan 1k  adalah graf  yang dibentuk dari

k  graf lingkaran 
4C  yang mempunyai satu

simpul pusat persekutuan 0v .

Notasi simpul dan kontruksi dari graf kincir

angin belanda  dengan diberikan pada Gambar 1

sebagai berikut :

Gambar 1. Notasi simpul  dan kontruksi dari graf

kincir angin belanda  kC4
 dengan 1k .
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Berdasarkan notasi simpul dan kontruksi pada Gambar 1 didefinisikan himpunan simpul dan himpunan

busur dari graf kincir angin belanda  kC4
 dengan 1k  adalah

2. Definisi dan Kontruksi dari Gabungan Graf Kincir Angin Belanda

Berikut diberikan definisi, notasi simpul dan kontruksi dari gabungan graf kincir angin belanda
   kk CC 44   dengan 1k , selanjutnya didefinisikan himpunan simpul dan himpunan busur dari gabungan

graf kincir angin belanda    kk CC 44   dengan 1k .

Definisi 2. Graf    kk CC 44   dengan 1k  adalah gabungan dua graf kincir angin belanda  kC4

dengan 1k .

Notasi simpul dan kontruksi dari gabungan graf kincir angin belanda    kk CC 44   dengan 1k diberikan

pada Gambar 2 sebagai berikut :

Gambar 2. Notasi simpul dan kontruksi dari gabungan graf kincir angin belanda    kk CC 44   dengan 1k .

Berdasarkan notasi simpul dan kontruksi pada Gambar 2 didefinisikan himpunan simpul dan himpunan

busur dari gabungan graf kincir angin berlanda    kk CC 44   dengan 1k  adalah
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        kiujkivuCV i
j

i
k  12,1,104  dan 

      2,1,12,1,104  jkiuvjkivuCE i
j

i
j

i
k . 

        kiujkivuCCV i
j

i
kk  12,1,1044    

     kixjkiyx i
j

i  12,1,10  dan 

        2,1,12,1,1044  jkiuvjkivuCCE i
j

i
j

i
kk   

   2,1,12,1,10  jkixyjkiyx i
j

i
j

i .  

         
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3. Pelabelan Harmonis Ganjil pada Graf Gincir

Angin Belanda

Berikut diberikan sifat yang menyatakan

bahwa graf kincir angin belanda  kC4
 dengan

1k  memenuhi fungsi pelabelan harmonis ganjil

sedemikian sehingga graf kincir angin belanda
 kC4

dengan 1k  adalah graf harmonis ganjil,

selanjutnya diberikan beberapa contoh untuk

memperjelas sifat tersebut.

Teorema 1.  Graf kincir angin belanda  kC4

dengan 1k  adalah graf harmonis ganjil.

Bukti. Misalkan  kC4
 adalah graf kincir angin

belanda dengan 1k .

Himpunan simpul  dan himpunan busur dari
 kC4

dengan 1k adalah

maka
   134  kCVp k

 dan
   kCEq k 44  .

Definisikan fungsi pelabelan simpul
    18,...,3,2,1,0: 4  kCVf k  sebagai

berikut :

  00 uf

  2,1,1,524  jkijivf j
i

  kiikuf i  1,488

Fungsi pelabelan f  akan menginduksi pelabelan
    18,...,7,5,3,1: 4

*  kCEf k  yang

didefinisikan oleh      vfufuvf * ,

sehingga didapatkan fungsi pelabelan busur sebagai

berikut :

  2,1,1,5240
*  jkijivuf j

i

  2,1,1,1248*  jkijikuvf i
j

i

Dapat ditunjukkan bahwa fungsi f  memenuhi

pemetaan injektif sedemikian sehingga

menginduksi fungsi *f  yang bijektif. AAkibatnya

graf kincir angin belanda  kC4
 dengan

1k adalah graf harmonis ganjil 

Contoh 1.  Diberikan contoh pelabelan

harmonis ganjil dari graf kincir angin belanda  5
4C

pada Gambar 3 dan graf kincir angin belanda  7
4C

pada Gambar 4.

Gambar 3. Pelabelan harmonis ganjil pada graf kincir

angin belanda  5
4C .

Gambar 4. Pelabelan harmonis ganjil pada graf kincir

angin belanda  7
4C .
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k  12,1,104  dan 
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4. Pelabelan Harmonis Ganjil pada Gabungan Graf Kincir Angin Belanda

Berikut diberikan sifat yang menyatakan bahwa gabungan graf kincir angin belanda    kk CC 44   dengan

1k  memenuhi fungsi pelabelan harmonis ganjil sedemikian sehingga gabungan graf kincir angin belanda
   kk CC 44   dengan 1k  adalah graf harmonis ganjil, selanjutnya diberikan beberapa contoh untuk

memperjelas sifat tersebut.

Teorema 2. Gabungan graf kincir angin belanda    kk CC 44   dengan 1k  adalah graf harmonis

ganjil.

Bukti. Misalkan    kk CC 44   adalah gabungan graf kincir angin belanda dengan 1k .  Himpunan

simpul dan himpunan busur dari     kk CC 44  dengan 1k  adalah

Definisikan fungsi pelabelan simpul       116,...,3,2,1,0: 44  kCCVf kk  sebagai berikut :

Fungsi pelabelan f  akan menginduksi pelabelan       116,...,7,5,3,1: 44
*  kCCEf kk  yang

didefinisikan oleh      vfufuvf * , sehingga didapatkan fungsi pelabelan busur sebagai berikut :

        kiujkivuCCV i
j

i
kk  12,1,1044    

     kixjkiyx i
j

i  12,1,10  dan 

        2,1,12,1,1044  jkiuvjkivuCCE i
j

i
j

i
kk   

   2,1,12,1,10  jkixyjkiyx i
j

i
j

i .  

maka      2644  kCCVp kk  dan      kCCVq kk 844   . 

 

  00 uf  

   2,1,1,524  jkijivf j
i   

  kiikuf i  1,488  

  20 xf  

   2,1,1,7248  jkijikyf j
i  

  kiikxf i  1,688  

  2,1,1,5240
*  jkijivuf j

i  

  2,1,1,1248*  jkijikuvf i
j

i  

  2,1,1,52480
*  jkijikyxf j

i  

  2,1,1,12416*  jkijikxyf i
j

i
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Dapat ditunjukkan bahwa fungsi f  memenuhi  pemetaan injektif sedemikian sehingga menginduksi

fungsi *f  yang bijektif. Akibatnya gabungan graf kincir angin belanda    kk CC 44   dengan 1k  adalah

graf harmonis ganjil 

Contoh 2.  Diberikan contoh pelabelan harmonis ganjil dari gabungan graf kincir angin belanda
   5

4
5

4 CC   pada Gambar 5 dan gabungan graf kincir angin belanda    7
4

7
4 CC   pada Gambar 6.

Gambar 5. Pelabelan harmonis ganjil pada gabungan graf kincir angin belanda    5
4

5
4 CC  .

Gambar 6. Pelabelan harmonis ganjil pada gabungan graf kincir angin belanda    7
4

7
4 CC  .
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SIMPULAN

Pada makalah ini telah dikonstruksikan

pelabelan harmonis ganjil pada graf kincir angin

belanda  kC4
 dengan 1k  dan gabungan graf kincir

angin belanda    kk CC 44   dengan 1k   sedemikian

sehingga graf kincir angin belanda   kC4
 dengan 1k

dan gabungan graf kincir angin belanda    kk CC 44 

dengan 1k  adalah graf harmonis ganjil. Saat ini

penulis sedang memperluas kasus tersebut, sehingga

memungkinkan untuk dilakukan penelitian lebih lanjut.
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